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Méthodes de décomposition utilisées dans Apogée
Des pistes d’améliorations
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• Le problème de gestion de production éléctrique à l’horizon journalier vise à fournir

pour toutes les unités de production i ∈ {1, 2, · · · , n ≈ 250} ;

sur 96 pas de temps demi-horaires t ∈ {1, 2, · · · ,T = 96};
un programme de production p ∈ Rn × RT minimisant la somme des

coûts de production séparables en espace (par unité de production) i.e.
C : p ∈ Rn × RT → C(p) =

∑
i Ci (pi ) ;

pénalités d’écart à la demande d ∈ RT séparables en temps (par pas de temps)

i.e. Ĉ : pd ∈ RT → Ĉ(pd ) =
∑

t Ĉt(pd,t) avec pd,t = dt −
∑

i pi,t ;

en satisfaisant les contraintes de fonctionnement pi ∈ Xi de chaque unité i .

• Mathématiquement le problème (primal) se formule de la façon suivante :

(P)



min
p

ϕ(p) , où ϕ(p) = Ĉ(d −
∑
i

pi )︸ ︷︷ ︸
Pénalité de
défaillance

+ C(p)︸ ︷︷ ︸
Coût de

fonctionnement

p = (pi,t) ∈ Xi programme satisfaisant les contraintes de fonctionnement Xi

• On note P∗ l’ensemble des solutions du problème (P).
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La phase 1 d’Apogée repose sur l’introduction d’un groupe fictif de défaillance et la
dualisation de la contrainte d’offre-demande associée.

• On introduit la variable de défaillance pd = d −
∑

i pi et on considère le problème
avec contrainte d’égalité offre-demande suivant :

min
p,pd

ϕ̃(p, pd ) avec ϕ̃(p, pd ) = Ĉ(pd ) +
∑
i

Ci (pi )

pd,t = dt −
∑

i pi,t contrainte d’égalité offre-demande

p = (pi,t) ∈ Xi programme satisfaisant les contraintes de fonctionnement Xi

• On dualise la contrainte d’égalité offre-demande en introduisant le Lagrangien
simple L : Rn×T × RT × RT 7→ R :

L(p, pd , λ) = Ĉ(pd ) +
∑
i

Ci (pi ) + 〈λ, d − pd −
∑
i

pi 〉 .

• La fonction duale W : RT 7→ R se calcule facilement car naturellement décomposée
par unités de production

W (λ) = min
p,pd

L(p, pd , λ) .
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• Le problème dual (D) consiste à rechercher les multiplicateurs λ ∈ RT maximisant la
fonction duale (concave par construction) :

max
λ

W (λ) (D)

D∗ := argmaxλW (λ)

• Une méthode d’optimisation non-différentiable, la méthode des faisceaux [11] est
utilisée pour résoudre le problème dual : on constate une bonne convergence de
l’algorithme.

• Cependant,

Sans convexité du problème primal (P) il existe (a priori) un saut de dualité i.e.

Ĉ(d −
∑
i

p∗i ) +
∑
i

Ci (p
∗
i )−W (λ∗) ≥ 0 , pour tout (p∗, λ∗) ∈ P∗ × D∗ .

Sans en plus la différentiabilité de W en λ∗ ∈ D∗, on ne peut garantir
P∗ = arg minp,pd L(p, pd , λ

∗).
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La phase 2 d’Apogée repose sur le dédoublement des programmes et la dualisation par
Lagrangien augmenté des contraintes d’égalité des variables dupliquées

• Dédoublement des variables en :

programmes statiques n’intervennant que dans la fonction de pénalité Ĉ ;

programmes dynamiques n’intervennant que dans les coûts de fonctionnement
Ci et respectant les contraintes de fonctionnement Xi ;

min
p,p̂

Ĉ(d −
∑

i p̂i ) + C(p)

s.c. p = p̂
p = (pi,t) ∈ Xi satisfait les contraintes dynamiques .

• Principe de lagrangien augmenté dualisant la contrainte d’égalité entre programmes
dynamiques et statiques, p = p̂ :

L(p, p̂, µ, c) = Ĉ(d −
∑
i

p̂i ) + C(p) + 〈µ, p − p̂〉+
c

2
‖p − p̂‖2︸ ︷︷ ︸
Terme

d’augmentation

.

• Dans le problème dual, on se contente de maximiser la fonction duale en µ :

max
µ

W (µ, c) , avec W la fonction duale W (µ, c) = min
p,p̂

L(p, p̂, µ, c) .
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• L’agorithme d’Uzawa est utilisé pour la maximisation en µ de W (différentiable).
• La fonction duale W se calcule difficilement car les termes statiques et dynamiques
sont couplés par le terme quadratique d’augmentation du Lagrangien.

Le Principe du Problème Auxiliaire (PPA) est utilisé pour découpler p et p̂.

Les itérations d’Uzawa sont alternées avec celles du PPA.



µ0
i,t = λt Initialisation aux multiplicateurs de la 1ère phase

min
p ,p̂



∑
t

Ĉt(dt −
∑

i∈I p̂i,t) + · · ·

∑
i , t

[
Ci,t(pi,t) + µi,t(pi,t − p̂i,t) +

Linéarisation du
Lagrangien augmenté︷ ︸︸ ︷
c(pi,t − p̂i,t)(pki,t − p̂ki,t) + · · ·

· · · +
K

2
(pi,t − pki,t)

2 +
K

2
(p̂i,t − p̂ki,t)

2︸ ︷︷ ︸
Termes de freinage

]


⇒ (pk+1

i,t , p̂k+1
i,t )

µk+1
i,t = µki,t + ρ(pk+1

i,t − p̂k+1
i,t ) Multiplicateurs individualisés

A. Bialecki & N. Oudjane (EDF R&D) PGMO, 21 mai 2013 Un autre point de vue sur le Lagrangien augmenté . . .
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• A chaque itération k de l’algorithme (Uzawa-PPA), on résout les problèmes
statiques et dynamiques suivants :

1 A chaque instant, un problème statique

min
p̂,̇t

Ĉt(dt −
∑
i∈I

p̂i,t) +
∑
i

(
− µi,t − c(pki,t − p̂ki,t)− Kp̂ki,t +

K

2
p̂i,t
)
p̂i,t

2 Pour chaque unité de production i , un problème dynamique

min
pi,·∈Xi

∑
t

[
Ci,t(pi,t) +

(
µi,t + c(pki,t − p̂ki,t)− Kpki,t +

K

2
pi,t
)
pi,t

]

3 Mise à jour des multiplicateurs par Uzawa

µk+1
i,t = µki,t + ρ(pk+1

i,t − p̂k+1
i,t )
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• Dans le cas convexe, l’utilisation du Lagrangien augmenté rend différentiable la
fonction duale et permet ainsi :

La stabilité du Lagrangien ou encore la propriété de pénalisation exacte pour
tout les points µ∗ ∈ D∗ i.e. en tout point µ∗, maximisant en µ W ,

arg min
p,p̂

L(p, p̂, µ∗, c) = P∗ ,

le calcul de la fonction duale fournit exactement les solutions du problème
primal ;

L’utilisation d’un algorithme d’optimisation différentiable pour la maximisation
de W .

• Difficultés en cas de non convexité,

avec le Lagrangien simple, possibilité d’un saut de dualité ;

Avec le Lagrangien augmenté, sans optimisation du paramètre c, possibilité d’un
saut de dualité ;

Avec le Lagrangien augmenté, le problème reste couplé par le terme
d’augmentation quadratique, or le PPA utilisé pour les séparer suppose la
convexité du problème d’optimisation sous-jacent.
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gestion de production électrique au court-terme
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• Utiliser les résultats récents sur la dualité dans le cas non convexe pour réduire le
saut de dualité [17, 9, 16, 15, 14, 6, 12, 18, 13]

en choisissant une fonction d’augmentation σ adaptée ;

en optimisant conjointement les paramètres µ et c caractérisant le Lagrangien
augmenté.

• Rechercher des algorithmes permettant de maximiser la fonction duale par rapport
aux deux variables duales tout en fournissant des suites primales
convergentes [8, 5, 7, 13].

• Tirer profit des résultats récents sur les algorithmes de directions alternées [1, 2]
(type Gauss Seidel) dans le cadre non convexe, pour décomposer le problème de
minimisation pour le calcul de la fonction duale.
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Dualité Lagrangienne

• Le problème primal : on considère des fonctions ϕ : X → R et h : X → H

minϕ(x) s.c. h(x) = 0 .

• On introduit la fonction de paramétrisation, f : X × H → R paramétrant le niveau
de contrainte

f (x , z) = ϕ(x) + χh(x)=z .

• Fonction perturbation
β(z) = inf

x∈X
f (x , z) .

• Lagrangien augmenté L : X × H′ × R+ → R avec fonction d’augmentation
σ : H → R+ telle que σ(0) = 0

L(x , λ, c) = inf
z∈H
{f (x , z)− 〈λ, z〉+ cσ(z)}

= ϕ(x)− 〈λ, h(x)〉+ cσ(h(x)) .

• Fonction duale W : H × R+ → R ∪ {−∞}

W (λ, c) = inf
x∈X

L(x , λ, c) .
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Algorithme dual : convergence duale et primale
Directions alternées dans le cadre non convexe

Dualité de Fenchel-Moreau

• On considère la famille de fonctions Fλ,c,d définies sur H à valeurs dans R

F = {fλ,c,d : z 7→ 〈λ, z〉 − cσ(z) + d}(λ,c,d)∈H′×R+×R .

• On définit gF , l’enveloppe inférieure de g dans la famille F : en chaque point z ∈ H,
gF (z) coincide avec la fonction fλ,c,d ∈ F minorante de g la plus proche de g(z) en z

gF (z) := sup
λ,c,d

{
fλ,c,d (z) : fλ,c,d (z̃) ≤ g(z̃) pour tout z̃ ∈ H

}
.

• Conjuguée de Fenchel-Moreau g c : H′ × R+ → R, associée au couplage
ρ : (z, λ, c)→ 〈λ, z〉 − cσ(z)

g c (λ, c) = sup
z
{ρ(z, λ, c)− g(z)} .

Pour des paramètres (λ, c) donnés −g c (λ, c) fournit la constante d maximale telle
que fλ,c,d soit une minorante de g .

• Biconjuguée de Fenchel-Moreau g cc : H → R

g cc (z) = sup
λ,c
{ρ(z, λ, c)− g c (λ, c)} .

• Par définition, la bi-conjuguée de Fenchel-Moreau se confond avec l’enveloppe
inférieure de g dans la famille de fonctions F : g cc ≡ gF .
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Dualité de Fenchel-Moreau et dualité Lagrangienne

• La fonction duale s’identifie à l’opposé de la tranformée de Fenchel-Moreau de la
fonction perturbation

W (λ, c) = inf
x∈X

L(x , λ, c)

= inf
x∈X ,z∈H

{f (x , z)− 〈λ, z〉+ cσ(z)}

= inf
z∈H
{β(z)− 〈λ, z〉+ cσ(z)}

= −βc (λ, c) .

• Le problème dual consiste à calculer en z = 0 la biconjuguée de la fonction
perturbation

max
λ,c

W (λ, c) = max
λ,c
{−βc (λ, c)}

= sup
λ,c
{〈λ, 0〉 − cσ(0)− βc (λ, c)} , car, par définition σ(0) = 0

= βcc (0) .

• Comme la biconjugée est l’enveloppe inférieure de g dans la famille de fonction F ,
on retrouve l’inégalité de dualité faible

inf
x∈X , h(x)=0

ϕ(x) = β(0) ≥ βcc (0) = max
λ,c

W (λ, c) .
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La dualité de Fenchel-Moreau fournit une interprétation géométrique utile pour
interpréter le saut de dualité. . . et le réduire.

• Résultat de saut de dualité nul [17]
Supposons que

la fonction d’augmentation σ : X → R+ est sci convexe telle que

arg minσ(x) = 0 et σ(0) = 0 ,

la fonction de paramétrisation f est propre, sci et level bounded in x locally
uniform in z.

Supposons qu’il existe (λ, c) ∈ H × R+ tel que

inf
x,z
{f (x , z)− 〈λ, z〉+ cσ(z)} > −∞ .

Alors, le saut de dualité est nul.

Ce résultat a été étendu de mutliples manières dans [17, 9, 16, 15, 14, 6, 12, 18, 13].
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[13] propose un algorithme de sous-gradient modifié, MSg améliorant celui de [8]
génèrant une suite croissante W (λk+1, ck+1) >W (λk , ck ) convergeant vers le maxW .

Initialisation k := 0, λ0 ∈ H′ , c0 ∈ R∗+, β ≥ η > 0, α > 0, (αk ) ∈]0, α[N

Iterations 1 Trouver xk ∈ arg minx{L(x , λk , ck )} .
2 si h(xk ) = 0, STOP.
3 Actualisation des paramètres : ηk = min(η, ||h(xk )||),
βk = max(β, ||h(xk )||)

4 Actualisation des multiplicateurs : choisir sk ∈ [ηk , βk ]

λk+1 = λk − skh(xk)
ck+1 = ck + (1 + αk)sk ||h(xk)||
k := k + 1

• Si le problème dual possède une solution, alors (λk , ck ) est une suite bornée
convergeant vers (λ∗, c∗) ∈ D∗ et tous les points d’accumulation de la suite primale
(xk ) sont solutions du problème primal, sous certaines conditions sur la fonction
d’augmentation (vérifiées par exemple pour σ(x) = ‖x‖).

• Une autre version de cet algorithme (MSg2) permet la convergence en un nombre
fini d’itérations.

• Une version inexacte de cet algorithme (IMSg) autorise la résolution approchée du
calcul de la fonction duale et des xk associés.
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• On veut minimiser la somme de 2 fonctions couplées par une fonction (régulière) Q

F (x , y) = f (x) + Q(x , y) + g(y) , pour tout (x , y) ∈ Rn × Rm .

• Les fonctions f ,g et Q sont supposées vérifier les hypothèses de régularité suivantes F (x , y) = f (x) + Q(x , y) + g(y)
f : Rn → R ∪ {+∞} , g : Rm → R ∪ {+∞} fonctions propres lsci
Q : Rn × Rm → R est une fonction C1 avec ∇Q Lipschitz .

• Algorithme de minimisation alternée (régularisé) xk+1 = argmin
{
F (u, yk ) + 1

2λk
‖u − xk‖2 : u ∈ Rn

}
,

yk+1 ∈ argmin
{
F (xk+1, v) + 1

2µk
‖v − yk‖2 : v ∈ Rm

}
.
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Réduire le saut de dualité
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• Algorithme de minimisation alternée (régularisé) xk+1 = argmin
{
F (u, yk ) + 1

2λk
‖u − xk‖2 : u ∈ Rn

}
,

yk+1 ∈ argmin
{
F (xk+1, v) + 1

2µk
‖v − yk‖2 : v ∈ Rm

}
.

• Attouch etal [1] obtiennent la cvce de l’algorithme, en remplaçant l’hypothèse de
convexité par la propriété de Kurdyka-Lojasiewicz de F en tout z̄ ∈ ∂F (z̄) :
il existe un voisinage U de z̄ et η > 0 tel que pour tout z ∈ U ∩ [F (z̄) < F < F (z̄) + η]

ϕ′(F (z)− F (z̄)) dist(0, ∂F (z)) ≥ c > 0 ,

avec ϕ ∈ C1([0, η),R+) vérifiant ϕ(0) = 0 et ϕ′(s) > 0 pour tout s ∈ (0, η).

• Ex : Pour ϕ(s) = cs1−θ avec θ ∈ [1/2; 1) et F différentiable l’inégalité de
Kurdyka-Lojasiewicz donne

|F (z)− F (z̄)|θ ≤ C‖∇F (z)‖ .

• Attouch etal [1] obtiennent

vers les points critiques ;

vers le minimum global à condition de ne pas partir trop loin du minimum ;

des vitesses de convergence si on connâıt la fonction ϕ.
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