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Nombre de protons Z

Mini-introduction aux noyaux atomiques...

Nombre de neutrons N

* Noyaux stables
Noyaux instables
* Noyaux non-observés

N neutrons et Z protons en interaction forte
~260 noyaux stables

Des milliers de noyaux instables dont ~ 3000
synthetisés et étudiés

Objectif: étude expérimentale et théorique

Probleme: étude théorique ab initio limitée a

N+Z<100

C



Motivation

Résoudre équation de Schrodinger aux valeurs propres pour un opérateur auto-adjoint : Hl/) — El/)

Dans un noyau a N+Z nucléons:
H:T1+V2+V3+
v T 1

Opérateurs a A corps représenté par tenseur a 2A indices : Tj; Vijki Vijkimn
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Motivation

Résoudre équation de Schrodinger aux valeurs propres pour un opérateur auto-adjoint : Hl/) — El/)

Dans un noyau a N+Z nucléons:

H:T1+V2+V3+
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Motivation

Résoudre équation de Schrodinger aux valeurs propres pour un opérateur auto-adjoint : Hl/) — El/)

Dans un noyau a N+Z nucléons:

H=Ti+V,+Vs+-

ﬁ ﬁ (> état de la base de I'espace de Hilbert

Opérateurs a A corps représenté par tenseur a 2A indices : Tj; Vijki Vs

Objectif: Prédire des quantité physiques: - ENergie de liaison

a 1 particule

* Rayon
: . 2A
Dimension du tenseur : 71 Interaction Taille
Dimension la base de I'espace de Hilbert a 1 particule 1 corps 200 kB
— infinie donc tronquée a 1 en pratique 2 corps ~1GB
3 corps ~10TB

Probléme: dimension de la base a A corps — exponentielle!

Solution > Compression (factorisation) de tenseurs




Décompositions

Décomposition en valeurs singulieres (DVS)

—réduction de rang de matrice (tenseur 2D): marche tres bien

— pour A € C™*™ matrice de rangr, alors A = }j_; oju;v; = UDV”
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Décompositions

Décomposition en valeurs singulieres (DVS)

—réduction de rang de matrice (tenseur 2D): marche tres bien

— pour A € C™*™ matrice de rangr, alors A = }j_; oju;v; = UDV”

Norme de Frobenius: hooI Iy
—Pour un tenseur V € Cl>X2XXInN: | ||V ||p= 2 z VitigoinViyiy. iy
i1=1 i,=1 iy=1
Canonical Polyadic (CP) Tucker
R
sz:arobrocr VszlAXZBX3C
r=1

AV

e @ ud
D[] »— mo
— N r

N

Taille aprés décomposition: DRN Taille aprés décomposition: r° + DrN




Divergence CP?

Tenseur de rang 3 V=aiobjocy+a;obyoci+a,obiocyg

. - 1
Approxime par un tenseur derang2 7 — <a1 + la2> o <b1 + lb2> o <C1 + _C2> —aa;ob; ocy
a a a

~ 1
"V—V"F=E"az°b2°C1+a2°b1°C2+a1°b2°C2+Ea2°b2°C2 "F

V-V

Diverge!
a — +oo



Algorithmes
Canonical Polyadic (CP)-ALS

On cherche a minimiser || V — f(4, B, C) I3

On fixe B et C pour trouver A etc

Probléeme: inversion de matrice

Solution: Descente de gradient avec régularisation

On cherche a minimiser
y(A) =IlV —f(A,B,C) Iz +e Il All3
i

régularisation: Si A >, on
ne minimise plus y(4)
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Algorithmes
Canonical Polyadic (CP)-ALS

On cherche a minimiser || V — f(4, B, C) I3

On fixe B et C pour trouver A etc

Probléeme: inversion de matrice

Solution: Descente de gradient avec régularisation

On cherche a minimiser
y(A) =IlV —f(A,B,C) Iz +e Il All3
i
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régularisation: Si A >, on

ne minimise plus y(4)

L'interaction a 2 corps en pratique

Vabcd -

1 -0.000000

v JTMT
(i), (nlj)p,(nlj),,

(nlj)q

AN

>

Tucker-HOOI (ALS)

On cherche a minimiser | V — f(G, 4, B, C) II%

On fixe B et C pour trouver A etc

Pas de probleme: matrices orthogonales

Tenseur a 4 indices pour
chaque J, T et MT




Résultats:

e Estimation de ’erreur

T =V
IV Iz

* Estimation du facteur de compression

_ Nouvelle taille

€ Ancienne taille

J=0.0
J=1.0
J=2.0
J=3.0
J=4.0
J=5.0
J=6.0
J=7.0
J=8.0
J=9.0
J = 10.0
J=11.0
J=12.0

10°

AVJ

1071

1072

0.00 025 050 0.75
R,

1.00 0.00 0.25 0.50 0.75
R,

1.00

* Erreur voulue : 1071

* CPinstable

* CPerreurpourR, =1
* Tucker converge
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Conclusion

* Décomposition de I'interaction a 2 corps:
* CP converge moins bien ()
e Tucker: réussite! @

* Aller plus loin:
* Base avec plus d’états — (dimension réaliste 103)
» Tester d’autres décompositions
 Améliorer gradient CP
* Décomposer l'interaction a 3 corps = élément bloquant



Conclusion

* Décomposition de I'interaction a 2 corps:
* CP converge moins bien ()
e Tucker: réussite! @

« Aller plus loin: Merci pour
* Base avec plus d’états — (dimension réaliste 103) votre attentiOn !

» Tester d’autres décompositions
 Améliorer gradient CP
* Décomposer l'interaction a 3 corps = élément bloguant
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Le polyndme de Jones
pour les noceuds

Audrey ANTOINE



Sommaire

 Définition d’'un nceud
* Représentation d’un nceud

* 'éequivalence de deux nceuds au travers des mouvements
de Reidemeister

e Un invariant de nceuds: le polyndme de Jones



Définitions

Définition 1. (Entrelacs) Un entrelacs L constitué de m composantes est un
sous-ensemble de S?, ou de R?, comportant m courbes fermées simples, linéaires
par morceaux et disjointes.

Définition 2. (Noeud) Un noeud est un entrelacs contenant une seule compo-
sante connexe.

%

Noeud de trefle



Représentation d’un ncud

La représentation des noeuds se fait a travers des diagrammes en deux di-
mensions respectant les regles suivantes :

1. La courbe doit étre une immersion, c’est a dire que sa dérivée ne s’annule
pas. Cela lui donne une apparence lisse.

2. Deux portions de courbe ne peuvent etre tangentes

3. Le diagramme ne peut contenir un point triple

Diagramme Nul



Les mouvements de Reidemeister
"RI, RII et RIII

|
— —— vy
| < <> ) (
% v/_/' A L N
|
\ / \\ /
\ «/ ) //
\ / \ /
,\'\ / / \\' //
7N \
// \\ \\\\ / \ //
/o \ ~/—\
/ 0\ P
/ \ / \



Théoreme 1.1. Deux diagrammes d’entrelacs représentent le méme entrelacs,
si et seulement si on peut passer de l'un a [’autre par une suite de mouvements
de Reidemeister.

@ (/\//5

Noeud de trefle Noeud de tréfle sous forme de tresse




Un 1nvariant de neud: le polynome de

\
Types de croisements ( Ve () e~ (
N /“ S A N
\
\\ //' \ /,’
K z \ / \\\ /,
\\ ’ / -\\\ /,
//// \ /'/ 77\‘\ \ /
\ / /\ \ —* /\_/
/,/ / \\\ /,/ / \\\
/// \\ //’1/ \\\\

Définition 3. (Entortillement) En associant 1 aux croisements positifs et —1
aux croisements négatifs, on définit 'entortillement comme 'application w qui
a tout diagramme D d’un noeud associe w(D) la somme de ses croisements.



Définition 4. (Crochet de Kauffman) Pour D un diagramme d’entrelacs non
vide, son polynome de Kauffmann (D) € Z[A, B, d] est donné par les relations
suivantes :

1. (O)y=1
2. (DUQ) =d(D)
3. (X) = A(x) + B()()
ou () est le diagramme trivial et LI désigne le fait de juxtaposer deux entrelacs

sans créer de nouveau croisement entre eux. Pour que le crochet de Kauffman
soit invariant par le mouvement de Reidemeister II on verra qu’il faut avoir

B=A'etd=-A4%2—- A"

Définition 5. (Polynéme de Jones) On définit, pour tout diagramme K d’un
noeud, son polynéme de Jones V(K) = (—A) 73w (K,
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Partition

Définition
Soient k,/ € N. Un partition p de k points supérieurs et £ points inférieurs est une partition de

|'’ensemble
{1,...,k}u{1,.... ¢} ~{1,....k+ ¢}

i.e. une décomposition de cet ensemble en sous-ensembles non vides et deux a deux disjoints,
appelés des blocs.

Notation : On note P(k,¥) I'ensemble des partitions de k points inférieurs et £ points inférieurs.
On note P:= |J P(k,¥).

k,2eN
Exemples : p = {{1,2,1'},{3},{2/,3/,4’}} € P(3,4) et g = {{1,3'},{2,1",2'}} € P(2,3).

4 e o
= q: ‘
¢ 4 ¢ o o
4@ 2 3 Y A 2' 3!

On appelle singleton un bloc qui ne contient qu'un seul point.
On appelle intervalle un bloc formé de points consécutifs.

Margaux Liechty Ctégories de partitions 31 Aodt 2022 3/13




Partition non-croisée

4. 2. 6. "n 40 2. 3'
Graphiquement, une partition non-croisée est une partition dont aucun traits ne se croisent.
Définition

Une partition p = {B4i, ..., B/} sur une seule ligne est dite croisée s'il existe k1 < ko < k3 < ka
des points de p tels que

© ki et k3 sont dans le méme bloc B; ;
Q@ k> et kg sont dans le méme bloc B;;
© ki et ko ne sont pas dans le méme bloc.

On appelle le 4-uplet K := (ki1, k2, k2, kg) un croisement; une partition non-croisée est alors une
partition qui ne contient pas de croisement.

Notation : On note P" = |J P"(k,¥£) I'’ensemble de toutes les partitions non-croisées.
k,EEN

Margaux Liechty Ctégories de partitions 31 Aodit 2022 4/13



Produit tensoriel

On définit maintenant quatre opérations sur les partitons que I'on appelle les opérations de
catégories.
Produit tensoriel

Le produit tensoriel de deux partitions p € P(k,£) et g € P(k’,¢’) est la partition
pRq€P(k+ k',£+£") obtenue en concaténant horizontalement p et q.

0®00 QJOT
LT 0olm o

4 2 8 Y 4 2' 3! 4 2 3 4 5 6 3

5
®
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Composition

Composition
La composition de deux partitions p € P(k, ) et g € P(¢, m) est la partition po q € P(k, m)
obtenue de la maniére suivante :

© On concaténe verticalement p sur g pour obtenir un graphe composé de trois lignes de
points K, L et M, de cardinal respectif k, £ et m, tel que les points de K et L soient reliés
comme dans p et les point de L et M soient reliés comme dans q;

@ on localise les points de K et M appartenant aux mémes blocs;

© on supprime la ligne L et on relie les points de K et de M qui sont dans les mémes blocs
pour obtenir une partition qui est bien dans P(k, m).

4 2
® o

K

op
oN

o
oN
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Involution

Involution

L'involution d'une partition p € P(k, ) est la partition p* € P (¢, k) obtenue en inversant les
points inférieurs et supérieurs dans p sans changer les traits qui les relient.

31 Aoiit 2022 7 /13




Rotation

Rotation(s)

Soit p € P(k,¥) une partition. On déplace un point extrémal supérieur gauche [resp. droit] pour
qu'il devienne un point extrémal inférieur gauche [resp. droit], ce qui nous donne une partition de
P(k —1,¢+ 1) appelée rotation de la partition p.

On peut aussi faire le contraire : rendre supérieur un point extrémal inférieur pour obtenir une
partition de P(k + 1,4 —1).

y
A 2 4 2 3
. ¢ 4’ 2'
4 2' 3
Figure — Rotation du point extrémal inférieur droit de q.
31 Aoiit 2022  8/13




Catégorie de partitions
On peut munir I'ensemble P d’une structure.

Catégorie de partitions

Une catégorie de partitions C est une collection d'ensembles de partitions C(k, ¢) C P(k,¥£) (pour
tout entiers k, £) stable par les quatre opérations de catégories et qui contient la partition
| € P(1,1), appelée partition identité.

P est une catégorie de partition appelée catégorie de toutes les partitions.

Si p1,...,pn sont des partitions, on désigne par {p1,..., pn) la plus petite catégorie de partition
qui contient p1,...pn. On dit que p1,... p, sont des générateurs de (pi1,...pn).
Par exemple, si on note b, (n > 1) l'intervalle constitué de n points :

1 2 n

- L]

on peut montrer que P = (b3, X), avec X € P(2,2).

Margaux Liechty Ctégories de partitions 31 Aodit 2022 9/13



Catégories de partitions non-croisées
Définition

Une catégorie de partitions non-croisées est une catégorie de partitions dont tous les C(k, ¢) sont
dans P"c.

Par exemple I'ensemble de toutes les partitions non-croisées P" est une catégorie de partitions
non-croisées (c'est la plus grande au sens de I'inclusion).
Voici un autre exemple,

On appelle 2-partition, une partition dont tous les blocs contiennent exactement deux points.

2-partition J

P2I¢ qui est I'ensemble de toutes les 2-partitions non-croisées est une catégorie de partitions
non-croisées. C'est la plus petite catégorie de partitions non-croisées au sens de |'inclusion car

P =(1).

4 2 8 4
[ U
o

aQ 2
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Classification

Théoréme (Banica-Speicher,Weber)
Il y a exactement sept catégories de partitions non-croisées. J
e P = (b3),
o P3¢ =<(I)
° Pro = (),
o Pro, = (ba),
o P = (bs,:) = (b3 ® "),
° Pnc I (p*),

o PSP =()=(®").
Avec p‘ la partition suivante

Margaux Liechty Ctégories de partitions 31 Aoilt 2022 11 /13



Démonstration de PJ3; = (ba)

nc
© On montre que P)5, C (ba).
n¢. est une catégorie de partitions.
une catégorie de partitions, |'égalité suit.

@ On montre que Dair

nc nc
© Comme by € pairr €t que Ppa,-r est

Point 1.

Ctégories de partitions 31 Aoiit 2022 12 /13
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Point 2.

Soit p € P(n) une partition non-croisée sur une seule ligne. Alors p posséde un intervalle.

Lemme J

_ . . A . : ne .
Seule la stabilité par composition a besoin d’étre explicitée. Soit p et g dans pair de taille

compatible avec p sur une seule ligne. On procéde par récurrence sur le nombre de points de p.
@ Initialisation évidente.

@ On suppose la propriété vraie pour £ fixé, p’ o q’ € Dair PoUr tout p' € P etq

compatible. Si p € PJ7. ,, alors il posséde un intervalle par le lemme. En particulier, il a au
moins deux points consécutifs dans un méme bloc.
Si ces deux points consécutifs sont reliés dans g, on peut les supprimer dans p et dans g tout

en gardant le méme résultat de composition, ce qui montre par hypothése de récurrence que
nc

pogqePlc.

pair
Si les deux points sont dans des blocs différents By et B> dans g, on peut supprimer les deux
points de B; et B> et réunir les deux blocs, ce qui donnera un bloc de cardinal pair dans q.
Le résultat de la composition reste inchangé, et par hypothése de récurrence, la composition
est dans

nc
pair”

Margaux Liechty Ctégories de partitions 31 Aoiit 2022 13 /13
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1. Introduction

> Phylolinguistique : phylogénie + données linguistiques

Feuille = extrémité de la branche = langue actuelle

\

Langue 4 Langue 3 Langue 2 Langue 1

Branche )
=lien évolutif

<—\ Neceud

Dernier ancétre commun entre
les branches qui en découlent.

Innovation évolutive = qui fait passer de I'état primitif
d’un caratére a I'état dérivé du méme caractere.




R.R. Bouckaert, C. Bowern, and Q.D. Atkinson. “The origin and expansion of
Pama-Nyungan languages across Australia”. In: Nature ecology evolution 2 (Apr.
2018), pp. 741-749. DOI: 10.1038/s41559-018- 0489-3.

> Phylogénie de 302 langues Pama-Nyungan australiennes
> But: inférer I'origine temporelle et spatiale

n e b - T
t
Océan Indien - M
Territoire . Océan
du Nord . Pacifique
B
Perth s
Océan Indien ) 2 MB-c8 TN

Tasmanie
Hobarly:

*: Territoire de la capitale australienne




> Comment infere-t-on des arbres phylogéniques a partir
de données linguistiques ?

> A quels point ces arbres sont-ils robustes et fiables ?




2. Principe du modele génératif

> De la racine aux feuilles
» Choix du modele de substitution

0 T—— 1.
n3 .
{1} S S
Qa
0Of zf 1¢
1-»>0 Bt
nl n2 P 0 0s 15 0 I
{1} {0} s[- %% S 0
i 0 1 Is|Bs - o0 s
'1}I:/§ii?¢:’eel.a classe de cognat 0 - a] Of 5 0 -
l 1 [ﬁ - L0 s B -

(a) Modele CTMC (b) Modéle du Covarion




3. Méthode MCMC

I = f r @) p0)do =E,[r©)]




Chaine de Markov

Soit une chaine de Markov (X,,),n € N, de matrice de
transition

- Irréductible
- Récurrente positive
- Apériodique

= ERGODIQUE




Théoreme ergodique

Soit X,, une chaine de Markov ergodique de matrice de
transition (P ).

> Alors pour tous a,b € E ol E est un espace d’état discret

lim P'") = lim P,(X, =b) =

n—aoo '

» Et pour toute fonction intégrable f : fo o fXn) g

N

— Ex[f]




Estimateur de Montecarlo

YN h(X,)
N

[=
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. 5. Conclusion : Les arbres consensus
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