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Noyaux stables
Noyaux instables
Noyaux non-observés

Mini-introduction aux noyaux atomiques͙

� N neutrons et Z protons en interaction forte

� noyaux 260 stables

� Des milliers de noyaux instables dont  3000 
synthetisés et étudiés

� Objectif: étude expérimentale et théorique 

� Problème: étude théorique ab initio limitée à 
N+Z<100
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Motivation
Résoudre équation de Schrödinger aux valeurs propres pour un opérateur auto-adjoint :

3

߰ܪ ൌ ߰ܧ

ܪ ൌ ଵܶ  ଶܸ  ଷܸ  ڮ
Dans un noyau à N+Z nucléons:

Opérateurs à A corps représenté par tenseur à 2A indices : ܶ ܸ ܸ
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Motivation
Résoudre équation de Schrödinger aux valeurs propres pour un opérateur auto-adjoint :
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߰ܪ ൌ ߰ܧ

ܪ ൌ ଵܶ  ଶܸ  ଷܸ  ڮ
Dans un noyau à N+Z nucléons:

Objectif: Prédire des quantité physiques: � Énergie de liaison
� Rayon
� ͙

Problème: dimension de la base à A corps o exponentielle!

Interaction Taille
1 corps 200 kB

2 corps ~1GB

3 corps ~10TB 

Opérateurs à A corps représenté par tenseur à 2A indices : ܶ ܸ ܸ

Dimension du tenseur : ݊ଶ

Dimension la base de l'espace de Hilbert à 1 particule  
o infinie donc tronquée à ݊ en pratique

ܸ
ĠƚĂƚ�ĚĞ�ůĂ�ďĂƐĞ�ĚĞ�ů Ğ͛ƐƉĂĐĞ�ĚĞ�,ŝůďĞƌƚ�
à 1 particule



Compression (factorisation) de tenseursSolution
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Décompositions
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Décomposition en valeurs singulières (DVS)

oréduction de rang de matrice (tenseur 2D): marche très bien

o pour ܣ א ԧൈ matrice de rang r, alors ܣ ൌ σୀଵ כݒݑߪ ൌ כܸܦܷ
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Décompositions
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Canonical Polyadic (CP)

Taille après décomposition: ܴܰܦ

ܽଵ

ܾଵ

ܽோ

ܿଵ

ܰ

ܸ

Décomposition en valeurs singulières (DVS)

oréduction de rang de matrice (tenseur 2D): marche très bien

o pour ܣ א ԧൈ matrice de rang r, alors ܣ ൌ σୀଵ כݒݑߪ ൌ כܸܦܷ

Norme de Frobenius:
oPour un tenseur ܸ א ԧூభൈூమൈڮൈூಿǣ
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Décompositions
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Canonical Polyadic (CP) Tucker

A

B

C

Taille après décomposition: ݎ  Taille aprèsܰݎܦ décomposition: ܴܰܦ
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Décomposition en valeurs singulières (DVS)

oréduction de rang de matrice (tenseur 2D): marche très bien

o pour ܣ א ԧൈ matrice de rang r, alors ܣ ൌ σୀଵ כݒݑߪ ൌ כܸܦܷ

Norme de Frobenius:
oPour un tenseur ܸ א ԧூభൈூమൈڮൈூಿǣ

ܸ ൎ 
ୀଵ

ோ

ܽ ל ܾ ל ܿ ܸ ൎ ܩ ൈଵ ܣ ൈଶ ܤ ൈଷ ܥ

ܩ



Divergence CP?
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Tenseur de rang 3

Approximé par un tenseur de rang 2

෨ܸ ՜ ܸ
ߙ ՜ λ

ܸ ൌ ܽଵ ל ܾଵ ל ܿଶ  ܽଵ ל ܾଶ ל ܿଵ  ܽଶ ל ܾଵ ל ܿଵ

෨ܸ ൌ ߙ ܽଵ 
ͳ
ߙ ܽଶ ל ܾଵ 

ͳ
ߙ ܾଶ ל ܿଵ 

ͳ
ߙ ܿଶ െ ߙ ܽଵ ל ܾଵ ל ܿଵ

צ ܸ െ ෨ܸ ிൌצ
ͳ
ߙ צ ܽଶ ל ܾଶ ל ܿଵ  ܽଶ ל ܾଵ ל ܿଶ  ܽଵ ל ܾଶ ל ܿଶ 

ͳ
ߙ ܽଶ ל ܾଶ ל ܿଶ ிצ

Diverge!



Algorithmes
Canonical Polyadic (CP)-ALS

Problème: inversion de matrice

Solution: Descente de gradient avec régularisation

On fixe B et C pour trouver A etc

On cherche à minimiser צ ܸ െ ݂ሺܣǡ ǡܤ ሻܥ ிଶצ

On cherche à minimiser 
ߛ ܣ ൌצ ܸ െ ݂ ǡܣ ǡܤ ܥ ிଶצ ߳ צ � ிଶצ

régularisation: Si ܣ  on ,ب
ne minimise plus ߛ ܣ
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Algorithmes
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régularisation: Si ܣ  on ,ب
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6ܸௗ ՜ ܸ ೌǡ  ್ǡ  ǡ  

்ெ் Tenseur à 4 indices pour 
chaque J, T et MT

>͛ ŝŶƚĞƌĂĐƚŝŽŶ à 2 corps en pratique
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Résultats:
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� Erreur voulue : ͳͲିଵ
� CP instable
� CP erreur pour ܴ ൌ ͳ
� Tucker converge

� Estimation de O¶HUUHXU � Estimation du facteur de compression

ȟܸ ൌ
צ ෨ܸ െ ܸ ிצ
צ ܸ ிצ

ܴ ൌ
݈݈݁݁ݒݑܰ ݈݈݁݅ܽݐ
݁݊݊݁݅ܿ݊ܣ ݈݈݁݅ܽݐ



Résultats
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� Observables
� Énergie du fondamental E

� Rayon moyen r

ȟݎ ൌ
צ ǁݎ െ ݎ ிצ
צ ݎ ிצ

ȟܧ ൌ
צ ෨ܧ െ ܧ ிצ
צ ܧ ிצ



Résultats
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� Observables
� Énergie du fondamental E

� Rayon moyen r

ȟݎ ൌ
צ ǁݎ െ ݎ ிצ
צ ݎ ிצ

ȟܧ ൌ
צ ෨ܧ െ ܧ ிצ
צ ܧ ிצ



Conclusion

� Décomposition de ů͛ŝŶƚĞƌĂĐƚŝŽŶ à 2 corps:
� CP converge moins bien
� Tucker: réussite!

� Aller plus loin:
� Base avec plus Ě Ġ͛ƚĂƚƐo (dimension réaliste ͳͲଷ)
� Tester Ě Ă͛ƵƚƌĞƐ décompositions
� Améliorer gradient CP
� Décomposer ů͛ŝŶƚĞƌĂĐƚŝŽŶ à 3 corps = élément bloquant
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Le polynôme de Jones 
ƉŽƵƌ�ůĞƐ�ŶƈƵĚƐ

Audrey ANTOINE



��ĠĨŝŶŝƚŝŽŶ�Ě͛ƵŶ�ŶƈƵĚ
�ZĞƉƌĠƐĞŶƚĂƚŝŽŶ�Ě͛ƵŶ�ŶƈƵĚ
� >͛ĠƋƵŝǀĂůĞŶĐĞ�ĚĞ�ĚĞƵǆ�ŶƈƵĚƐ�ĂƵ�ƚƌĂǀĞƌƐ�ĚĞƐ�ŵŽƵǀĞŵĞŶƚƐ�

de Reidemeister
�hŶ�ŝŶǀĂƌŝĂŶƚ�ĚĞ�ŶƈƵĚƐ͗�ůĞ�ƉŽůǇŶƀŵĞ�ĚĞ�:ŽŶĞƐ

Sommaire



Définitions



5HSUpVHQWDWLRQ�G·XQ�Q±XG



Les mouvements de Reidemeister
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Partition

Définition
Soient k,` 2 N. Un partition p de k points supérieurs et ` points inférieurs est une partition de

l’ensemble

{1, . . . , k} [ {1, . . . , `} ' {1, . . . , k + `}

i.e. une décomposition de cet ensemble en sous-ensembles non vides et deux à deux disjoints,

appelés des blocs.

Notation : On note P(k, `) l’ensemble des partitions de k points inférieurs et ` points inférieurs.

On note P :=
S

k,`2N
P(k, `).

Exemples : p = {{1, 2, 10}, {3}, {20, 30, 40}} 2 P(3, 4) et q = {{1, 30}, {2, 10, 20}} 2 P(2, 3).

On appelle singleton un bloc qui ne contient qu’un seul point.

On appelle intervalle un bloc formé de points consécutifs.

Margaux Liechty Ctégories de partitions 31 Août 2022 3 / 13



Partition non-croisée

Graphiquement, une partition non-croisée est une partition dont aucun traits ne se croisent.

Définition
Une partition p = {B1, . . . ,Br} sur une seule ligne est dite croisée s’il existe k1 < k2 < k3 < k4
des points de p tels que

1 k1 et k3 sont dans le même bloc Bi ;

2 k2 et k4 sont dans le même bloc Bj ;

3 k1 et k2 ne sont pas dans le même bloc.

On appelle le 4-uplet K := (k1, k2, k2, k4) un croisement ; une partition non-croisée est alors une

partition qui ne contient pas de croisement.

Notation : On note Pnc =
S

k,`2N
Pnc (k, `) l’ensemble de toutes les partitions non-croisées.

Margaux Liechty Ctégories de partitions 31 Août 2022 4 / 13



Produit tensoriel

On définit maintenant quatre opérations sur les partitons que l’on appelle les opérations de
catégories.

Produit tensoriel
Le produit tensoriel de deux partitions p 2 P(k, `) et q 2 P(k 0, `0) est la partition

p ⌦ q 2 P(k + k 0, `+ `0) obtenue en concaténant horizontalement p et q.
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Composition
Composition
La composition de deux partitions p 2 P(k, `) et q 2 P(`,m) est la partition p � q 2 P(k,m)
obtenue de la manière suivante :

1 On concatène verticalement p sur q pour obtenir un graphe composé de trois lignes de

points K , L et M, de cardinal respectif k, ` et m, tel que les points de K et L soient reliés

comme dans p et les point de L et M soient reliés comme dans q ;

2 on localise les points de K et M appartenant aux mêmes blocs ;

3 on supprime la ligne L et on relie les points de K et de M qui sont dans les mêmes blocs

pour obtenir une partition qui est bien dans P(k,m).
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Involution

Involution
L’involution d’une partition p 2 P(k, `) est la partition p⇤ 2 P(`, k) obtenue en inversant les

points inférieurs et supérieurs dans p sans changer les traits qui les relient.
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Rotation

Rotation(s)
Soit p 2 P(k, `) une partition. On déplace un point extrémal supérieur gauche [resp. droit] pour

qu’il devienne un point extrémal inférieur gauche [resp. droit], ce qui nous donne une partition de

P(k � 1, `+ 1) appelée rotation de la partition p.

On peut aussi faire le contraire : rendre supérieur un point extrémal inférieur pour obtenir une

partition de P(k + 1, `� 1).

Figure – Rotation du point extrémal inférieur droit de q.
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Catégorie de partitions
On peut munir l’ensemble P d’une structure.

Catégorie de partitions
Une catégorie de partitions C est une collection d’ensembles de partitions C(k, `) ⇢ P(k, `) (pour

tout entiers k, `) stable par les quatre opérations de catégories et qui contient la partition

| 2 P(1, 1), appelée partition identité.

P est une catégorie de partition appelée catégorie de toutes les partitions.

Si p1, . . . , pn sont des partitions, on désigne par hp1, . . . , pni la plus petite catégorie de partition

qui contient p1, . . . pn. On dit que p1, . . . pn sont des générateurs de hp1, . . . pni.
Par exemple, si on note bn (n > 1) l’intervalle constitué de n points :

on peut montrer que P = hb3,X i, avec X 2 P(2, 2).
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Catégories de partitions non-croisées

Définition
Une catégorie de partitions non-croisées est une catégorie de partitions dont tous les C(k, `) sont

dans Pnc .

Par exemple l’ensemble de toutes les partitions non-croisées Pnc est une catégorie de partitions

non-croisées (c’est la plus grande au sens de l’inclusion).

Voici un autre exemple,

2-partition
On appelle 2-partition, une partition dont tous les blocs contiennent exactement deux points.

Pnc
2 qui est l’ensemble de toutes les 2-partitions non-croisées est une catégorie de partitions

non-croisées. C’est la plus petite catégorie de partitions non-croisées au sens de l’inclusion car

Pnc
2 = h | i.
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Classification

Théorème (Banica-Speicher,Weber)
Il y a exactement sept catégories de partitions non-croisées.

Pnc = hb3i,
Pnc

2 = h | i,
Pnc

1,2 = h·i,
Pnc
pair = hb4i,

Pnc 0 = hb4, :i = hb3 ⌦ ·i,
Pnc

1,2
0 = hp•i,

Pnc
1,2

] = h:i = h·⌦ ·i.
Avec p• la partition suivante
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Démonstration de Pnc
pair = hb4i

1 On montre que Pnc
pair ⇢ hb4i.

2 On montre que Pnc
pair est une catégorie de partitions.

3 Comme b4 2 Pnc
pair , et que Pnc

pair est une catégorie de partitions, l’égalité suit.

Point 1.
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Point 2.

Lemme
Soit p 2 P(n) une partition non-croisée sur une seule ligne. Alors p possède un intervalle.

Seule la stabilité par composition a besoin d’être explicitée. Soit p et q dans Pnc
pair de taille

compatible avec p sur une seule ligne. On procède par récurrence sur le nombre de points de p.

Initialisation évidente.

On suppose la propriété vraie pour ` fixé, p0 � q0 2 Pnc
pair pour tout p0 2 Pnc

2` et q0

compatible. Si p 2 Pnc
2`+2, alors il possède un intervalle par le lemme. En particulier, il a au

moins deux points consécutifs dans un même bloc.

Si ces deux points consécutifs sont reliés dans q, on peut les supprimer dans p et dans q tout

en gardant le même résultat de composition, ce qui montre par hypothèse de récurrence que

p � q 2 Pnc
pair .

Si les deux points sont dans des blocs différents B1 et B2 dans q, on peut supprimer les deux

points de B1 et B2 et réunir les deux blocs, ce qui donnera un bloc de cardinal pair dans q.

Le résultat de la composition reste inchangé, et par hypothèse de récurrence, la composition

est dans Pnc
pair .
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1. Introduction
͎ Phylolinguistique : phylogénie +  données linguistiques 



R.R. Bouckaert, C. Bowernʏ�˃ː �̂ʳʎʦʎ�ʣ˖ˍˋː˕ˑːʎ�͒The origin and expansion of 
Pama͗Nyungan languages across Australia͓ʎ�ʫːʜ�ʰ˃˖˗˔ �̌ˇ˅ˑˎˑˉ �̨ˇ˘ˑˎ˗˖ˋˑ �ːʔ�ʊʣ˒˔ʎ�
2018), pp. 741͗749. DOI: 10.1038/s41559-018- 0489-3.

͎ Phylogénie de 302 langues Pama-Nyungan australiennes 
͎ ��|Ĺ�bm=࣐u;u�ѴĽoub]bm;�|;lrou;ѴѴ;�;|�vr-|b-Ѵ;



͎ Comment infère-t-on des arbres phylogéniques à partir 
de données linguistiques ? 

͎ A quels point ces arbres sont-ils robustes et fiables ? 



2. Principe du modèle génératif
͎ De la racine aux feuilles
͎ Choix du modèle de substitution 



3. Méthode MCMC



Chaîne de Markov
Soit une chaîne de Markov ሺܺሻǡ ݊ א ܰ, de matrice de 
transition 
- Irréductible 
- Récurrente positive
- Apériodique

= ERGODIQUE



Théorème ergodique 
Soit ܺ une chaîne de Markov ergodique de matrice de 
transition ܲǡ Ǥ
͎ Alors pour tous a,b א ʧ�ˑ �̿ʧ�ˇ˕ �̟˗ �ːˇ˕˒˃˅ �̌ˆ̮͐˖˃�̟ˆˋ˕˅˔ˇ˖

͎ Et pour toute fonction intégrable f :



Estimateur de Montecarlo



4. BEAST pour la fiabilité



5. Conclusion : Les arbres consensus
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